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Bevezetés

Amiota az ember gondolkodik, keresi a valaszt a vildgban felmeriild
kérdésekre. Az évezredek soran tudomanyok egész sora alakult ki, melyek
célja az ember kivancsisagéanak csillapitasa, de az igazi hajtomotorja talan a
végsO igazsdg megtaldldsa. A tudomanyok mai alldsa szerint egyre tobb
kérdésre racionalis valasz adhato, gondoljunk csak a fizika, kémia, biologia,
matematika, s6t tovabbmegyek szocioldgia eddig elért eredményeire.
Azonban adosak maradtak j6 néhany kérdés megvalaszoldsaval. Csak
né¢hanyat emlitve koziililk: Hogyan jott 1étre az ¢let? Hogyan alakulhat ki
rend ebben az entropia kormanyozta vilagegyetemben, amely
feltartoztathatatlanul halad a mind nagyobb rendezetlenség felé? Nem
allitom, hogy a kdoszelmélet 1étrejottével kozelebb keriiltiink ezen kérdések
megvalaszoldsdhoz, de az biztos, hogy forradalmi valtozasokat
eredményezett természetszemléletiinkben.

M¢ég néhany évtizeddel ezel6tt is batran hihettiik azt, hogy a viladg
oramiszerli miikodésének mozgastdrvényei megismerhetok. S minthogy a
determinisztikus egyenletek, melyek ezeket leirjak - gondoltuk - mindig
megjosolhato viselkedésre vezetnek, a vilag miikodésének megismerésében,
csak a rendelkezésre all6 eszkozeink precizsége szab hatart. Azonban
késobb rajottek, hogy a vilagban miikodd egyszerii torvények is hozhatnak
létre rendkiviil bonyolult, kiismerhetetlen viselkedést. Ez lett az alapja egy
ujonnan  kialakult tudomanynak, a  kaoszelméletnek, melynek
megsziiletésével a nyugati civilizacid6 tobb ¢évszdzad alatt Osszerakott
vilagképe kartyavarként omlott 6ssze.

Dolgozatom elsé felében, rovid Osszefoglalasat adom a kéosz, mint
jelenség természetszemléletiinket atformalo altalanos vonasainak, lehetéleg
hétkoznapi példakat hasznalva, s a technikai részleteket mellézve. Kiilon
hangsulyt helyezek néhany olyan pont tisztdzasidra, melyek a kdosz
fogalmaval kapcsolatos félreértések elkeriilését segitik. Ezutan bemutatom

a kdosz elmélet kutatdsi teriileteit és hatasat mas tudomanyokra. A




Kaotikus rendszerek ——

kaoszelmélet kutatasi terliletének, bizonyos részei numerikus modszerekkel
modellezhetdk, leképezhetdk, egyes jelenségek szimulalhatok. Ilyen
jelenségek bemutatasahoz legtobbszor nagyon sok szamitasi miiveletet kell
elvégezni, ezért szamitogépek elterjedésével az utdbbi két évtizedben
hirtelen megfoghatova és konnyen szimuldlhatéva valtak a kaotikus mozgas
egyes, szokatlan sajatossdgai. Ez adta az apropot a dolgozatom harmadik
részének megirasahoz, melyben egy konkrét példa — a logisztikus fliggvény

— alkalmazasat, és szamitdgépes megvaldsitdsat mutatom be.

1. A kaosz ujszeru értelmezése

A kéosz tudomanyos értelmezése
A kdosz sz6 tudomanyos jelentése ¢és a kdosz hétkdznapi jelentése kozott
nagy kiilonbségek vannak, ezért fontosnak tartom ezeket a kiilonbségeket

tisztazni.

Magyar Ertelmezd Kéziszotar 644. oldal
kaosz fn. 1. Zlirzavar. 2. Mit Hitregékben: a vilag keletkezését megel6zd
rendezetlen 6si allapot. [nk:lat<gor]

kaotikus mn val Zirzavaros.

A kdosz sz6 haszndlata arra a jelenségre, amit a tudomanyban
kaotikusnak neveziink valojaban nem szerencsés. A sz6 koznapi értelme -
"zlirzavar" - ugyanis szdmos félreértésre ad okot. Fokozottan igaz ez, ha
felidézzik a sz6 eredeti gordg jelentését is: "liresség", "semmi". Mint
késobb latni fogjuk az altalam targyalt kaosz jelentése merdben mas. A
kaoszelmélettel foglalkozok, érzékelve a fogalom hasznalata koriili
zlirzavart, az angliai Royal Society szervezésében 1986-ban Londonban
rendezett nemzetkozi kdosz-konferencian a kovetkezd definicidt javasoltak

a szotarkészitoknek:
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kaosz Mat A determinisztikus rendszerekben eloforduld sztochasztikus

viselkedés.

Igaz, hogy pontos definicidé nem létezik a jelenségre, de a fogalom
tisztazasdnak  érdekében fontosnak tartom még leirni, néhany

kaoszelmélettel foglalkoz6 szakember kiegészitését:

Ian Stewart, matematikus szdmos ismeretterjesztd konyv vilaghiri irdja

A kdosz olyan szabdalytalan (véletlenszerii) viselkedés, amelyet teljes
egeszében szabalyok (torvények) iranyitanak. Zavaro paradoxon, valoban.
A véletlenszeriiség abban nyilvanul meg, hogy az ismert determinisztikus
torvények ellenére sem tudjuk egy kaotikus rendszer viselkedését
hosszutavon eldrejelezni, mert a kaotikus mozgds onmagat sohasem

ismétlo, aperiodikus mozgas.

Philip Holmes -matematikus
Bizonyos, (altalaban kisdimenzios) dinamikai rendszerek bonyolult,

aperiodikus, vonzo palyai.

Hao Bai- Lin, fizikus

Egy gyorsan szélesedo kutatdsi teriilet, amelyhez matematikusok
fizikusok, hidrodinamikusok, okologusok és sok mas teriilet képviseloi mind-
mind fontos munkdkkal jarultak hozzd. Es: A természeti jelenségek egy

ujonnan felfedezett és mindeniitt jelenlévo osztalya.

H. Bruce Stewart, alkalmazott matematikus
Latszolag véletlenszerti, visszatéro viselkedés megjelenése, egyszerti

determinisztikus (oramiiszerii) rendszerekben.
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Roderick V. Jensen, elméleti fizikus
Determinisztikus, nonlinearis rendszerek szabdlytalan, elorejelezhetetlen

viselkedeése.

Mar e rovid bevezetés utdn is érezhetjiik, hogy az altalam targyalt kdosz
jelenség merdben eltér a hétkoznapt értelemben vett jelentésétol.
Felmeriilhet benniink az a gondolat, hogy valamilyen matematikai, vagy
fizikai jelenségrdl van sz6. De a kaosz sokkal tobb ennél, atszovi az életlink
minden teriiletét, ezaltal, a matematika, a fizika mellett, a kozgazdasagtan,
biologia, 6kologia, szocioldgia tudoméanyok szotaraban is megtalaljuk. Es
bar a kdosz természettudomanyos kovetkezményei alapvetden Ujak és
fontosak, nem sajatithatja ki emiatt egyetlen tudoméany sem. A kdosz
minden természettudomany, s6t minden olyan tudomany sajatja, melyben a
matematikai leirds hasznosnak bizonyul. Lehet viszont beszélni a
kdosztudoméanyrdol, mely 1j interdiszciplinaris teriilet, s a kaotikus
jelenségek altalanos vonasait kutatja. Sokszor hasznalatos a "kdoszelmélet"
elnevezés is, de ez kizérja a kdosz kisérleti vizsgalatat, ami pedig alapvetd
fontossagu. A kéaosz elmélet egy 1j, kialakuléban 1évé tudomany, amelynek
a fokuszaban a nemlinearis rendszerek vannak. Ahhoz, hogy megértsiik a
kaosz elmélet Iényegét, a gyokereknél kell kezdeni, €s tisztazni kell néhany

alapvetd fogalmat.

2. Bonyolult rendszerek

A rendszer ¢és a nonlinearitas

A rendszer szOo hallatdin olyan dolgokat képzeliink el, amelyek
valamilyen kapcsolatban allnak egymassal, €s ebbdl a kapcsolatbol adodoan
egymas ill. valamilyen ,,egész” miikodését befolydsoljak. Nézziink erre egy
példat! Figyeljiink meg egy korakast. A koérakds minden kove érintkezik

legalabb egy masik kdével a korakasbol, ezéltal kozvetlenil vagy
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kozvetetten de a kovek kolcsondsen hatnak egymasra. Ha kivesziink egy
kovet a kdrakés aljarol, akkor ez az egész rendszerre hatassal lesz: Az
instabil helyzetbe keriilt kovek mindaddig mozognak, amig egy egyensulyi
allapotba nem keriilnek. Mint lattuk, a kovek egymasra is, és ezéltal az
egész rendszer viselkedésére kihatnak. Ezzel szemben, ha a kdvek nem
érintik egymast; a koztiik 1év6 kolcsonhatas olyan minimalis, hogy nullanak
vehetjik, (hidba vesziink el egy kovet, a tobbire nincs hatassal) akkor ezen
a szinten nem tartoznak egy rendszerbe.

A mi esetiinkben fontos kérdés a rendszer modellezhetdsége. Mas
szavakkal készithet6-e egy olyan rendszer (modell), amely visszaadja
(produkalja) az eredeti rendszer viselkedését? Az el6zd példanal maradva,
készithetlink-e egy olyan koOrakdst, amelyik eldrelathatolag ugyaniugy fog
Osszeomlani, mint az els6 halom, ha ugyanolyan koveket, ugyanugy
helyezliink egymasra? Amikor modellezésrol beszéliink, altalaban
matematikai modellrél szoktunk beszélni, de mint latjuk, nem ez az
egyetlen mod a rendszerek modellezésére.

A bonyolult rendszerek matematikai modelljének a feldllitasanal a
nonlinearitas problémajaval. A kaosz elmélet kialakulasat megel6zden, a
tudomany, a vilagot a linearis modell alapjan probélta megérteni. Mivel a
differencialegyenletek lehetdvé teszik a linedris rendszerekben bekovetkezd
valtozasok kiszamitasat, ma mar elég nehéz elképzelni azt, hogy vildgunk,
¢s folyamatai linearisan irhatok le, hiszen akkor minden az elvarasok szerint
miikodne vilagunkban, de ez ugyebar korantsem igy van.

Képzeljiink el egy gyarat linearis rendszerként. Ki tudjuk szamolni a
jelenlegi helyzet alapjan, hogy ha felvesziink bizonyos szdmu embert, vagy
Ujabb gyartéeszkozoket allitunk munkaba, hogy mennyivel tobb
végterméket tudunk gyartani. Ez a linearitas lényege. A rendszer barmelyik
pillanatbeli allapota kiszamolhat6 az eldzd 4allapotok ismerete esetén.
Azonban a legtobb gyarigazgatd tudja, hogy a valdésdgban ez nem igy
miikodik. A munkaerd vagy az eszkozok szamanak valtoztatdsa nagyon

kiilonb6zé eredményeket produkal a valésagban a linedris modell altal
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eldrejelzett eredményektdl, mégpedig azért, mert egy gyar valojdban egy
nonlinearis rendszer, csakliigy, mint a legtobb rendszer az életben: Az eléz6
allapotok ismerete esetén sem tudjuk megjosolni a pontos viselkedését.
Amikor az ¢letbdl, vagy a természetbdl ragadunk ki egy rendszert ¢€s
matematikai modellt prébalunk ré felallitani, grafikusan abrazolva latjuk,
hogy a képe korantsem egyenes. Az ilyen rendszerek pontos viselkedését
tehat szinte lehetetlen megjosolni a nonlinearitasuk miatt. Bizonyos
adatokra azonban még igy is kovetkeztethetiink, hiszen a regresszio
analizis, olyan eljaras, amivel a nonlinedris adatokat lineédris forméara
alakitjuk a tovabbi vizsgalat és elérejelzés céljabol.

A vilag linearis mdédon torténd megkozelitésnek az Uttérdje Sir Isaac
Newton volt, a fizika addig meglévé eredményei, és eszkdzei szolgaltattak
a modszert és az egyenleteket a természet modellezéséhez. Az eredmény
természetesen az volt, hogy a vilag és jelenségei, lineédrisan irhatok le. Ezek
utdn, ha egy jelenség nem vart modon viselkedett, akkor ezt az eltérést a
kisérletbe csuszott hibanak (mérési hibanak), vagy egy nem ismert
paraméter jelenlétének tulajdonitottdk. Ezt a jelenséget ma zajnak
nevezzik. A zaj jelenség, - talan éppen a kdoszhoz hasonlosaga miatt -

fontos része a kaoszelméletnek.

Egyszerliség, bonyolultsag

A kaosz tanulmanyozéasanal gyakran taldlkozunk az egyszeriiség €s a
bonyolultsag fogalmakkal. Ha megtfigyeljiik az univerzumot, kiilonboz6
szemszogbdl tekinthetjiik egyszerlinek ¢€s bonyolultnak is. Elvileg a
vilaglirben egyszeri torvények irdnyitanak mindent, épp ezért
feltételezhetjiik, hogy ezek az egyszerli torvények az univerzumot is
egyszeriivé, kiismerhet6vé alakitottak. Am ez nem teljesen igy van, hiszen
most mar tudjuk, hogy az egyszeri torvények is eredményezhetnek nagyon
bonyolult rendszert.

Mi az a meghatarozo tényezd, amitdl az egyik rendszert komplexebbnek

(bonyolultabbnak) tekintjiik, mint a masikat? A linaris rendszereknél ezt
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nem tal nehéz megallapitani, Valoszinii, hogy az a bonyolultabb, amelyik
leirasdhoz tobb egyenlet és paraméter sziikséges. De két nonlinedris,
kaotikus rendszer esetében ezzel a mddszerrel mar nem allapithatjuk meg,
hogy melyik a bonyolultabb, hiszen még a viselkedésiiket sem tudjuk
megjovendolni. Egy rendszer bonyolultsiga mérheté annak a modellnek a
bonyolultsagdval, amely hatékonyan megjovendoli az eredeti rendszer
viselkedését. Eppen azért, mert ha modellt készitettiink, akkor mar
rendelkeziink valamilyen tudassal a rendszert irdnyité torvényekrdl és
paraméterekrdl, amelyeket mdar valamilyen matematikai képletekbe
foglaltunk. A modellnek minél jobban kell hasonlitani a rendszerhez,
amelynek viselkedését modellezi, de ahogy egyre bonyolultabb
rendszerekkel van dolgunk, a modellezés is egyre nehezebb feladat. Nagyon
bonyolult rendszer mondjuk az i1ddjards, hiszen nagyon sok minden
kozrejatszik a kialakulasdban; magyarul, a matematikai modelljében
nagyon sok paraméternek és egyenletnek kell szerepelni, hogy pontos
elérejelzést tudjon adni, de tapasztalatbol tudjuk hogy 100%-an biztos
eldrejelezést lehetetlen adni, ennek okaira kés6bb még visszatérek.

Vannak természetesen egyszeriibb rendszerek 1is. Példaul nagyon
egyszeri megjosolni, hogy mennyi idébe telik vonattal eljutni A varosbol B
varosba, ha feltételezziik, hogy nincs a két allomas kozott megallo. Ez
viszonylag egy egyszerli rendszer. Ahhoz, hogy megallapitsuk az uthoz
sziikséges 1d6t, csak a vonat sebességét €s a ket allomas kozotti tavolsagot
kell ismerniink. A képlet egyszer(i: kmph/km.

A mar emlitett kérakdsos példa, ami elsd ranézésre talan egyszeri
rendszernek tlint, most mar sejthetjiik, hogy valojaban nagyon Osszetett. Ha
az a célunk, hogy elére meghatarozzuk minden egyes kének a végsd
helyzetét, akkor nagyon részletes informaciokkal kell rendelkezniink roluk,
pontosan ismerniink kell az alakjukat, sulyukat, és a pontos helyzetiiket. Ha
csak egy jelentéktelen kis alakbeli kiilonbség van modell ¢s a modellezendd
korakas egyetlen kdve kozott, a modell altal produkalt eredmény nagyon

eltérd lesz az eredeti kdhalom végsd allapotatol. Ha az adott rendszer igen
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bonyolult, akkor a pontos eldrejelzés is nagyon nehézz¢ valik. Ezek utan
nézziik meg a modern értelemben kaotikusnak nevezett viselkedés altalanos

vonasait.

3. A kaotikus rendszerek

A szabalytalan mozgas

A kaosz bonyolult nemlinearis rendszerek sajatos viselkedése. Nem egy
pillanatnyi helyzetre, elrendezésre, allapotra vonatkozik, hanem az iddbeli
viselkedésre. Mivel barmilyen mennyiség idéfejlodése altalanos értelemben
mozgasnak tekinthetd, a kdosz - ebben a modern szohasznalatban - a
mozgas, a dinamika jellegére utal. A kaosz a koriilottiink 1évd rendszerek
idobeli viselkedésének altaldnos formaja, melyre els6 ranézésre az is
jellemzd, hogy nem szabalyos. 4 kdosz onmagat nem ismétlo allandosult
mozgds. Onmagat nem ismétld mozgason azt értjiik, hogy a mozgas idében
nem periodikus, még kozelitéleg sem. Ez egyben az egyetlen tulajdonsag,
ahol a hétkoznapi értelemben vett kaosszal kapcsolatos 0sszevisszasag
jelentés valamelyest megjelenik. Az allanddsultsag hosszu ideig tartd, nem
csillapodd mozgésra utal, ami valamilyen energiabefektetés hatisara alakul

ki.

1. abra. Példa a kaotikus viselkedés megnyilvanulasara. A harom, vagy tobb testbol allo
rendszerek mozgdsa. Az dbra egy bolygo kaotikus mozgdsat mutatia két nap gravitdcios

mezojében.

10
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Kiszamithatatlan jelenségekkel szinte naponta talalkozunk. Gondoljunk
csak a gomolygd cigarettafiistre, a forro kavéban elkeveredo tejszinre vagy
az iddjaras valtozasara. A hétkdznapi ember, de a tudoméannyal foglalkozo
szakemberek tobbsége is azt mondana, hogy az ilyen rendszerek
viselkedése azért nem josolhaté meg, mert nagyon bonyolultak, s olyan sok
adatot kellene ismerniink a rendszer allapotanak jellemzésére, hogy ezek
hidnya lehetetlenné teszi egy jovébeli allapot pontos kiszamitasat. Ilyen
alapon azonban mar nem lehet megmagyarazni azt, hogy a csillagdszok
miért nem tudjdk megjosolni a Saturnus egyik - a bolygo6 koriil egyébként
szabalyosan keringd, de palydja mentén "bukdacsold" mozgast végzd -
krumpliforma holdacskdjanak, a Hyperionnak a pontos elhelyezkedését.
Holott, az égi mechanika torvényei mar évszazadok oOta ismertek, €és a
feladat megoldasa soran csak néhany egyszeri testb6l all6 mechanikai
rendszer mozgésat kellene eldrejelezni. A legkiilsé bolygok, pl. a Plutd
mozgasa is kaotikus. Igy van ez a kisbolygokkal is, melyek meteoritokként
kiszamithatatlan idokozonként érkeznek a Fold 1égkorébe, s elégésiik vezet
a hullocsillag jelenséghez. Hasonloképpen nehezen értelmezhetd, hogy
példaul a bizonyos kémiai reakciok oszcillacidos viselkedése bizonyos
koriilmények kozott kaotikussa is valhat, s igy nem tudjuk eldrejelezni az
akar csak néhany perc mulva bekodvetkez6 oszcillacio amplitudgjat.

A kaoszelmélet egyik legfontosabb felismerése az, hogy a
determinisztikus rendszerek egyszer(i torvényei is vezethetnek bonyolult
viselkedésre. Az eldrejelzés pontatlansagaval kapcsolatban pedig azt kell
figyelembe venniink, hogy a kezdeti allapot leirdsara hasznalt adatokat
mindig csak véges pontossaggal ismerjiik.

Figyeljiink meg két szomszédos vizbuborékocskat egy vizesés labanal.
Mondhatunk-e valamit 1s arrol, hogy mekkora tavolsagra lehettek
egymastol a vizesés legtetején? Semmit az égvilagom. A szokvanyos
fizikan beliil maradva az sem zarat6 ki, hogy Isten észrevétleniil az asztal
ald csempészte az Osszes vizmolekulat €s ott szépen megkeverte dket. Az

ilyen szabdlytalan, kiszdmithatatlan dinamika szdmos hétkdznapi
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jelenségben megfigyelheté még, gondoljunk példaul hullo falevelek libegd
esésére. Barmennyi ideig kovetjilk is az ilyen mozgast, nem tudjuk
megbecsiilni, hogy miként folytatodik. Ez éles ellentétben all az é€letiink
ritmusat megadd (s az ¢élet kialakulasdhoz oly fontos) szigort
szabalyossaggal, a periodikus dinamikaval, mely a F6ld Nap koriili, vagy a
Hold Fold koriili mozgasara jellemzo.

Ha hagyoméanyos neveltetésti fizikusok bonyolult eredményeket
észleltek, rogton bonyolult okokat kerestek. Ha véletlenszerli 0sszefiiggést
lattak egy rendszer bemenete ¢és kimenete kozott, akkor mindjart azt
gondoltdk, hogy véletlenszerliséget - mesterséges zajt vagy hibat - kell
beépitenilik barmely épkézlabnak szant elméletbe. Pedig a kaosz 1ényege
matematikailag megragadhatd, igaz, hogy a bemenetnél még egészen
elenyész0, apro eltérések oridsi kiilonbségekké néhetnek a kimenetig.

A mar emlitett nonlinedris rendszereknél, megadhatdé egy egyszeri
feltétel, mely a bonyolult mozgéas létrejottéhez sziikséges. Linearis
rendszerekben azonban kovetkezmények ardnyosak a kivaltd okkal, igy
ezekben nem alakul ki a kaotikus viselkedés. Még akkor sem, ha a
kovetkezmény nem egyenesen aranyos a kivaltd okaval, hanem annak
valamilyen bonyolultabb fiiggvénye. A rugdban ébredd erd pl. ardnyos a
megnyuldssal, ha az kicsi, de nagyobb megnyulads esetén az egyenes
aranyosndl gyorsabban nd. A kéosz tehdt csak a nemlinedris rendszerek
idoébeli viselkedése. Mivel szinte minden rendszer ilyen, a kéosz
megjelenése tipikus. Ezen azt értjiik, hogy a kaotikus viselkedés lehetdsége
minden nemlinedris rendszerben megvan. Az azonban, hogy ténylegesen

megvaldsul-e, a rendszer konkrét tulajdonsagaitol és kezdeti helyzetétdl is

fligg.

Az elOrejelezhetdség elvesztése
A kaotikus mozgéas részletesebb megfigyelése egy alapvetden 1j
tulajdonsdgot tar fel, a hatdrozatlansag feler6sddését. A bonyolult

rendszerek egyik legalapvetobb tulajdonsaga az, hogy viselkedésiik pontos
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elorejelzése lehetetlen. Ezt a kiszamithatatlansagot Lorenz; '"kezdeti
feltételekre vald érzékenységnek" nevezte el, és a pillangd-effektus is ennek
egy megfogalmazasa. A fogalom azt jelenti, hogy egy kellden bonyolult,
nemlinearis rendszerben a kezd6 allapotban végteleniil kis valtozas is oriasi
valtozasokat idéz eld a rendszer kimenetén. Nevét a pillangd iddjarasra
gyakorolt hatdsardl kapta. Mint fentebb mar emlitettem ahhoz, hogy az
id6jarast pontosan eldre tudjuk jelezni, akkor rendelkezniink kéne a foldiink
pontos masolataval. Tehat ha elmulasztunk szdmitasba venni akar egyetlen
pillangd szarnycsapasat is egy tavoli foldrészen, akkor talan mar nem
tudjuk pontosan eldrejelezni azt a vihart, ami esetleg par hét mulva
otthonunkon sopor végig €s kialakuldsaban szerepet jatszott az emlitett
pillango.

Hidba igyekeziink két azonos falevelet azonos helyzetbdl leejtent,
mozgasuk rovid id6 utan kiilonbozo lesz. Ha a jelen allapot megadasaban
valo apr6 pontatlansag kovetkezményei iddben gyorsan névekednek, akkor
a mozgas gyakorlatilag megjosolhatatlan. A kaotikus mozgas nem jelezhetd
elére. Ezzel minden olyan tudomanyban, ahol kéosz eléfordulhat,
megjelenik az elérejelezhetdség problémaja. A tulzott érzékenység miatt
lehetetlen olyan modellt késziteni, ami pontosan leirja az ilyen a rendszerek
a kimenetelét. A meteorologidban ez eddig is természetes volt, hiszen
mindig varhatd még szélsdségesebb viselkedés, iddjaradsi csucsok
megdontése. Egy hosszii tavon pontosan eldre jelezhetd nem bonyolult
rendszerben természetesen nem ez a helyzet.

A hatarozatlansdg feler6s6dése rokon azzal a jelenséggel, amit
instabilitasnak neveziink. Az instabilitas azonban el6fordul Ugy is, hogy
mozgasok kivételes helyzeteit jellemzi csak. Ilyen példaul a hegyére allitott
ceruza helyzete, hiszen felddlésének iranya leheletnyi finom hatdsokon
mulik. A mozgas tovabbi folyamédn azonban az irdny mar nem valtozhat,
instabilitds tobbé nem lép fol. Ezzel szemben a kaotikus mozgas soran
végig instabil allapotok kozott mozog a test. A kéosz allandosult

instabilitas. Végso soron ez a dinamikai instabilitds az eldrejelezhetetlenség
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alapja. Mivel a kiindulod helyzetbeli kis bizonytalansdg mérési hibanak is
tekinthetd (egy test helyét hétkoznapi eszkozokkel nem tudjuk
tizedmilliméternél pontosabban meghatdrozni), azt mondhatjuk, hogy a
kaotikus mozgas hibaerdsitd. A természettudomanyban ez 0j helyzetet
teremt, hiszen korabban mindenki feltette, hogy a kis kezdeti hibak kicsik is
maradnak, éppen ezért az volt az altalanosan elfogadott allaspont, hogy a
vildgmindenséget mozgatd, viszonylag egyszerli torvények, elérejelezhetd
viselkedést idéznek eld az univerzumban, még akkor is, ha nem mindet
ismerik pontosan. Gondoltak, ha egy rendszernek ismerjiik a torvényeit,
paramétereit, akkor minden esetben eldre tudjuk jelezni a viselkedését. A
tudosok sajndlatira ennek a hibas elméletnek volt még két gyakorlati
akadalya is.

Az elsd akadaly a rendszer rendkiviili bonyolultsaga. Mivel lehetetlen a
mindenség minden egyes részének ismerni a sebessé¢gét, tomegét, a ra hatod
nehézségi erdket, stb. ezért barminemi eldrejelzése inkabb csak kozelités
lett volna. A teljes rendszer leirdsanak masik akadalya; az Osszes kezdd
feltétel pontos ismeretének hidnya. A meglévo eszkdzokkel csak nagyon kis
részeét tudjuk mérni vildgunknak, a figyelmen kiviil hagyott részek pedig — a
kezdd feltételekre vald nagyfoku érzékenység miatt — eldrejelezhetetlen

valtozasokat keltenek a rendszerben.

A rend: pontos geometriai szerkezet

Sokan hiszik azt, hogy a kdosz elmélet a rendezetlenség elmélete. Eppen
ellenkezdleg. Az univerzum nem mutat kaotikussdgra utaldé nyomokat, ha
elég nagy részleteit, vagy éppen elég kicsi részleteit nézziik.

A testlink nagyon bonyolult, mégis az egész a hihetetleniil egyszerii DNS
-be van kodolva. Es a mi vilagunk is ehhez hasonlo; latszolag rendkiviil
bonyolult de a térvények melyek mozgatjdk taldn nagyon egyszeriiek. A
fraktalok els¢ pillantdsra hihetetleniil bonyolultnak tlinnek, de az
algoritmus, ami generalja Oket viszonylag egyszeri. Semmi sem véletlen

vildgunkban, minden determinisztikus. A bonyolultsdg az egyszeriiségbdl
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szarmazik és az egyszerliség a rendnek a lelke. A rend a rendszer velejaroja,
csak néha egy kicsit nehéz megtalalni. A kaotikus rendszerek se nem
véletlenszeriiek, se nem rendezetlenek.

A kédoszban rend és alak van. A kaotikus mozgéashoz hatarozott
geometriai szerkezet tartozik. A hiba fOlerdsodése ugyanis nem igaz
minden kiindulé allapotra, ill. mindenfajta allandésult mozgasra. A
részletes megfigyelés azt mutatja, hogy az -eldrejelezhetetlenség a
mozgasnak csak egyértelmiilen meghatarozott tartomanyain beliil all fenn.
Ezen tartomédnyokon kiviil a mozgas periodikus, vagy kozelitéleg az, tehat
olyan, mint amit hagyomanyosan megszoktunk. A kaotikus és nem kaotikus
tartomanyok elrendezddésérdl szabad szemmel altalaban nem szerezhetiink
tudomast. Ahhoz, hogy a mozgas geometridjarol attekintést kapjunk,
egyfajta képszerli dbrazolast kell végrehajtanunk, egy mesterséges teret, az
un. allapotteret vagy fazisteret kell megalkotnunk, s a mozgast abban
kovetniink. Ez egyszerlien megtehetd gy, hogy a mozgas kiilonb6z6
jellemzdit 4brazoljuk egy koordindtarendszer kiilonb6zd tengelyein
barmelyik idOpillanatban. A legegyszerlibb eset az, amikor pl. a kitérést és a
sebességet abrazoljuk a sik vizszintes és fiiggéleges tengelyén. Altalaban
azt latjuk, hogy a mozgas kovetése sordn, az allapottéren egy érdekesen
bonyolult alakzat rajzolodik ki. A mindenkor jelen levd surlodas miatt ez
leggyakrabban a hosszu 1d6 utan bealldo kaotikus mozgas képe. Ezt az
alakzatot, mivel vonzd halmazként jelenik meg a fazistérben, kaotikus
attraktornak nevezziik. Surléddsos esetben az eldrejelezhetetlenség a
kaotikus attraktoron érvényes. A mozgés tehat itt véletlenszerii. Az ezt
megel6z0 mozgas azonban nem az! Egyaltalan nem véletlen, hanem biztos,
hogy a kaotikus attraktorra elegendd hosszi id0 utan rakeriiliink. Ez a
meghatarozottsag egyik fontos megnyilvanulésa.

Az attraktornak, noha bonyolult alakzat, nincsen térfogata. A nulla
térfogat, de véges kiterjedésli ¢és ezért bonyolult elrendezésii
ponthalmazokat fraktdloknak nevezziik. A fraktidlok olyan alakzatok,

melyek minden részletikkben a fraktdl egészéhez hasonloak. A kaotikus
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mozgas kapcsolata a fraktalokkal azt mutatja, hogy a periodikus mozgastol
val6 eltérés minden 1éptékben jelen van. Az attraktor egyértelmii geometriai
szerkezete is a mozgéas determinisztikussaganak kovetkezménye. A kdosz
1dobeli  kiszadmithatatlansag ¢és allapottérbeli rend egyszerre torténd
megjelenése. A mozgas és a szerkezet (dinamika és geometria) egysége
vildgosan mutatja, hogy a determinisztikus kdosz nem zaj (nem molekularis
kaosz)!

Az egyetlen olyan jelenség, amelyben szabad szemmel is lathatoak a
kaotikus mozgassal kapcsolatos fraktal strukturdk, az a folyadékbeli
keveredés dinamikdja, pl. szennyezddés szétterjedése egy 4aramlasban.
Ebben az esetben ugyanis az allapottér éppen egybeesik a fizikai térrel.
Ezért a keveredés az egyetlen példa olyan kaotikus mozgasra, amelyben
mindharom alapvetd tulajdonsag hétkdznapi modszerekkel is egyszerlien
megfigyelhetd. A keveredés kaotikussaga kapcsolatos az egyik altalanos
természettorvény, az 1dd kitiintetett irdnya, a megfordithatatlansag, az
irreverzibilitads kérdésével. Hidba keverjik ugyanis a tejszint a kévéban
adott irdnyban egy ideig, ha a keverést megforditjuk, vagyis az eredeti
keverd mozdulatokat id6ben visszafelé végezziik el, a tejszin nem veszi fel
a bedntéskor megfigyelt alakjat. Tovabb oszlik szét a kavéban. Ennek oka
az, hogy - noha az elvi determinizmus miatt surlddasmentes esetben az
eredeti alaknak vissza kellett volna 4allnia - keziink nem irdnyithato
végteleniil pontosan, s igy lehetetlen, hogy a megforditott keverés annyira
pontos mdsa legyen az eredetinek, hogy az egész fraktal tejszin-alakzatot a
kiindulasiba vigye at. Végsé soron tehat mondhatjuk, hogy az
irreverzibilitds a kdosz kovetkezménye. Ez a determinizmus gyakorlati
hidnydnak, s a hibdk felerdsodésének egy masik megnyilvanulasa. A
keveredés esetén kiviil, a valodi térben fellépd fraktalstruktirak (pl. a hegy,
a fa, a karfiol alakja, a Hold felszine) ugyan valamilyen lassi novekedési
folyamat végtermékei, de kozvetleniil nem kapcsolatosak mozgassal. A
kornyezetiinkben fellépd fraktalok tehat altaldban nem kaotikus mozgas

eredményei (még akkor sem, ha bizonyos matematikai iteraciok kaotikus
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attraktorain az ugrdldé pont meglepden pontos masat rajzolja ki pl. egy
levélnek). Az viszont mindig igaz, hogy a kaotikus mozgis mindig
fraktalszerkezetekkel kapcsolatos, mely a képszeri abrazolashoz hasznalt
allapottérben jelenik meg. Dolgozatomban a kdosz kimutatasara
kifejlesztett matematikai eljardsokat nem mutatom be, azonban ha egy
adatsorrdl azt allitjuk, hogy kaotikus, akkor e kijelentés mogott mindig

részletes matematikai analizis all.

4. Amit a kaoszrol még tudni kell

A zaj és a kadosz

Az eddigieket Osszefoglalva tehat a kdosz olyan megjosolhatatlan
mozgds, ami determinisztikus, azaz a koriilmények 4altal egyértelmiien
megszabott. A megjosolhatatlansadg itt gyakorlati szempontbdl értendod:
minden, tetszélegesen kicsi kezdeti bizonytalansdg a mérendd
mennyiséggel azonos nagysagira, s6t nagyobbra felerdsodhet, s igy a hiba
tobb mint 100%-o0s lehet. Ugyanakkor a mozgas elvi szempontbol
determinisztikus (amit bizonyit a torvények [egyenletek] jellege is), azaz
végteleniil pontos kezdeti adatok esetén a mozgas tetszélegesen pontosan
elére jelezhetd lenne. A bonyodalmat az okozza, hogy az ilyen végteleniil
pontos kezdeti meghatarozas irredlis absztrakcio, s ennek lehetd legjobb
gyakorlati megvaldsitasai is drasztikusan kiilonb6z6 végkifejletre vezetnek.
Mivel a kezdeti allapotbdl tokéletesen soha sem ismert, a rendszer
véletlenszerti, kaotikus viselkedést mutat. Példaként gondoljunk arra, hogy
hogyan ddl el a mar emlitett, hegyére allitott ceruza. Ha a ceruza kezdeti
helyzetét egy kicsit is megvaltoztatjuk, akkor az egészen mas helyen fog
foldet érni, mint eredetileg, mozgasat tehat nem tudjuk megjosolni. Ebben a
mechanikai rendszerben csak ez az egy kezdeti allapot ilyen kiilonleges
tulajdonsagu, és csak a mozgas egy véges idétartamara igaz, hogy a kozeli

palyak gyorsan tavolodnak egymastol. A véletlenszerti viselkedést mutatd
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kaotikus rendszerekben minden, vagy legalabbis végtelen sok kezdeti
allapot esetén és a mozgas egész idOtartamara igaz az, hogy a kezdetben
kozeli palydk gyorsan tavolodnak egymastol. Kérdés azonban, hogyan
ismerhetd fel a kaotikussdg és hogyan kiilonitheté el a belsé dinamikai
bonyolultsag a rendszeren a kiviilrdl jovO, sokvaltozds "zajtol".

Amikor zaj keriill a rendszerbe, tOliink fliggetleniil, vagy akar
mesterségesen keltjiik, akkor a rendszer leirdsara szolgald grafikon pontjai
mar nem mindig lesznek elére meghatdrozhatok, elveszti a rendszer a
linearitasat. Volt egy iddszak, amikor a grafikus modell ilyetén
viselkedésébdl a kaosz megnyilvanulasara kovetkeztettek. Azota mar
kideriilt hogy a kettd nem ugyanaz. A zaj a sokvaltozos €s sok résztvevos
rendszerek sajatossaga, a kdosz pedig éppen azoknak az egyszerl torvények
altal iranyitott rendszerek sajatossaga, amelyek a kevés Osszetevo ellenére
is bonyolultan viselkednek. Lehet persze bonyolult egy sokrészecske-
rendszer mozgdsa is, de az, hogy ilyen Osszetett rendszer mozgasa
bonyolult, nem meglepd. Ez utdbbi kifejezésére ezért a molekularis kdosz
szohaszndlat terjedt el, ami gyakran szinonimdja a zajnak. A legegyszeriibb
példa a zajra egy pollenszem mikroszkép alatt jol megfigyelhetd
Osszevissza  bolyongdsa (a  Brown-mozgds), ami  szamtalan
folyadékrészecske 1okdosésének a kovetkezménye. Az altalunk hasznalt
kdosz fogalmat pedig a determinisztikus jelzé illeti meg, ugyanis a
koriilmények és torvények altal egyértelmiien meghatarozott. Ezzel arra is
utalok, hogy kiils6 zaj a jelenségben nem jatszik szerepet, a bonyolult
viselkedés a dinamika belsd sajatossaga.

A zaj markansan megkiilonboztethetd a kaosztol, ha a rendszer
valtozoinak terében, a mar emlitett fazistérben vizsgaljuk a mozgast.
(Példaul, ha egy biokémiai folyamatban hirom anyag: x, y ¢és a z
egy iddpillanatban egyetlen pont lesz. A folyamat soran ez a pont fog
vandorolni az x, y, z altal meghatarozott fazistérben.) Ahogy azt a 1. dbra

szemlélteti, a zajos rendszer a fazistérben egy szétkent pacni lesz, mig a
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ulr]

2.6

9.2

2. abra. A kaotikus és a sokvaltozods véletlenszer(i, rendszer tulajdonsagai. Mig az egyes
dinamikai valtozok mind a véletlenszertl (a), mind a kaotikus rendszerben (b) rendszerteleniil
valtoznak, addig a mozgas valtozoinak terében (itt x,y,z -vel jelolve) a kaotikus rendszer egy
jellegzetes “valamin”, a kaotikus attraktoron (c), a véletlenszeri pedig egy elkent felhdn

mozog (d). Ebben a példaban a Lorenz-egyenletek kiilonds attraktora lathato.

kaotikus rendszer egy sajatos "valamin", a kaotikus attraktoron fog
mozogni. Sajnos a gyakorlatban nem ilyen szembe6tld a kiilonbség, mert a
kaotikus vagy periodikus rendszerbdl szarmazo6 adatok mas kiils6é zajokkal
terheltek, igy sokszor igen nehéz Ilehdmozni a kevés valtozos,
determinisztikus hatast a kiilsd sokvaltozos zajrol. A fentiekbdl az is
kovetkezik, hogy olyan jelenségek kapcsan nem  beszélhetiink
determinisztikus kaoszrol, melyek mogott bonyolult torvények allnak, vagy
melyekben esetleg nem is tudjuk biztosan, hogy a torvények matematikai
formaba Onthetdek-e (pl. a torténelem esetén). Masrészt viszont vannak
olyan matematikai struktirdk, amelyek kaotikus dinamikat produkdlnak a
szamitogép képernydjén (pl. a Julia-halmazokra vezetd ismételt miiveletek,
iteraciok, s a veliik kapcsolatos Mandelbrot-halmaz), de biztosan tudhatd,

hogy természeti jelenséget nem modellezhetnek, mert az idében forditott
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iranyt  mozgads  allapot-meghatdrozdsa  nem  egyértelmii. Az

egyértelmiiségnek pedig valds természeti folyamatokra fenn kell allnia.

Foglaljuk 6ssze az eddig elmondottakat figyelembevéve a kaotikus

rendszerek tulajdonségait:

A kaotikus rendszerek determinisztikusak. Ez azt jelenti, hogy van néhany
maghatdrozo egyenlet, ami iranyitjia a rendszert, és ezek a torvények

meghatarozzak a rendszer allapotait minden idopillanatban.

A kaotikus rendszerek érzékenyek a kezdeti feltételekre. Akar nagyon
csekély valtoztatas is a kezdeti dllapotban ardnytalanul nagy kiilonbségeket

okoz a rendszer késobbi dllapotaiban.

A kaotikus rendszerek se nem véletlenszeriiek, se nem rendezetlenek.
Valojaban a véletlen rendszerek nem kaotikusak, a kdoszban rend és alak

van.

A valbsziniiségi leirasrol

A kaotikus rendszerekben a hibak rovid id6 alatt ugyanakkordra ndnek,
mint maguk a mérendd mennyiségek, akkor e rovid kezdeti 1d6 utan a
mozgds véletlenszerlinek tlinik. Ezért a szokdsos mozgaskdvetési
moédszerek nem hasznalhatok! Ebben a vonatkozasban tehat a kaosz,
hasonlova valik a zajhoz. Ezért egyetlen mozgas pontos megfigyelése
helyett érdemes mozgassokasagot vizsgalni: at kell térni valoszinliségi
leirasra.

Abban a tartomdnyban tehat, ahol a kiindul6 helyzetre vald érzékenység
fenndll, a mozgas helyes eldrejelzése annyit jelent, hogy megadjuk, adott
1d6 utan, milyen valoszintiséggel lesz adott helyen a test. Meglepd, de igaz,

hogy ezzel a statisztikus szemlélet Ohatatlanul bekeriil, pl. a mechanika
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eszkoztaraba is, ahol pedig Newton 6ta Ugy tlint, r4 nem lesz sohasem
sziikség. Fontos hangsulyozni, hogy a valoszinliségi leirds nem jelent
bizonytalansagot, indeterminizmust. SOt, az egyedi mozgasokkal szemben,
a valdszintiségek 1dofejlodése eldre jelezhetd. E leirassal is nagyon pontos
kijelentések tehetok, az atlagértékek példaul egzaktul megadhatok. A
valoszinliségi leiras elkeriilhetetlensége a huszas évek 6ta nyilvanvalo a
mikrorészecskék vildgaban. A szokatlansaga ellenére a valoszinliségi
modszer éppoly hatékony, mint a hagyomanyos, s elvezetett olyan alapvetd
uj felfedezésekre, mint a tranzisztor, a mikrochip, a lézer vagy a

szupravezetes.

3. A kaosz elmélet napjainkban

A kaosz elmélet inerdiszciplinéris tudomany

A mindennapokban megismert dolgok, példaul a folyadékok, gazok és
mechanikai rendszerek annyira alapvetonek és kozonségesnek latszottak a
kaoszelmélet megsziiletése eldtt, hogy a fizikusok mar-mar ugy vélhették,
hogy behatoan ismerik és értik is Oket. Holott nem igy allt a dolog. A
hetvenes évek elején azonban néhanyan kezdtek kozelebb férkdzni a
rendhagy6 esetekhez. A kutatok - matematikusok, fizikusok, biologusok,
vegyészek - mindannyian a szabalytalansdg kiilonb6z0 fajtar kozott
kerestek hasonlosagot, és kdzvetlen kapcsolatot tartak fel a felhdk alakja, a
villamlas nyomvonala, a vérerek mikroszkopikus 6sszefonddasa, a csillagok
galaktikus tomoriilése és a tézsdei arfolyam-ingadozasok kozott. Igy, lassan
egy egész tudomany fejlédott ki a kaotikus jelenségekbdl, mely a mar
ismert torvények, addig el sem képzelt bonyolultsagi megnyilvanulésat
ismerte fel.

A kaosz attori a tudomanyigak hatarait, s a rendszerek 4&ltalanos
természetének tudomdnya 1évén, kozelebb hozza egymaéshoz a korabban

szigoruan elkiiloniilt tertiletek kutatoit. A kdosz kutatdsa olyan kérdéseket
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vet fel, amelyek meghaladjak a tudomany szokdsos munkamodszereinek
teljesitoképességét. A kaosz tudomanya sokat mondé kijelentéseket tesz a
komplexitas egyetemes (azaz a legkiilonfélébb esetekben megnyilatkozo)
természetérol. Joggal Aallapithatjuk meg, hogy a kdosz tudoményanak
miiveldi, eltéritették a tudomanyt redukcionista torekvésétdl: attol, hogy a
rendszereket csupan alkotorészeiken - kvarkokon, kromoszéméakon vagy
neuronokon - keresztiil tanulmanyozzak. Ok az egészet keresik. A kéosz
forradalma kozvetleniil érinti a lathaté €s tapinthatd, emberi léptékii dolgok
vilagat.

A kéosz ott kezdddik el, ahol a klasszikus értelemben vett tudomanynak
vége van. A kdosz elmélet egy 1), kibontakozdsban 1évd, tudomany,
amelynek hatdrai még nem teljesen tisztdzottak. Mint lattuk, a valosdghoz
talan kozelebbi, ¢€s taladlobb elnevezés lenne, a komplexitds elmélet, vagy
bonyolult rendszerek elmélete, de dolgozatomban maradtam a kéosz
elmélet elnevezésnél, amely szélesebb korben elterjedt és elfogadottabb.

Nagyon sokan ugy gondoljak, hogy a XX. szdzad harom legnagyobb
eredménye - amelyek miatt igazdn emlékezetes marad e szazad- a kvantum
mechanika, a relativitdselmélet és a kdosz elmélet. Ezek koziil a kdosz
elmélet a legatfogobb, szinte az Osszes tudomany szédmdra vannak
hasznosithat6 felismerései.

Ugy, mint a fizika, a kéosz elmélet is alapokat nyajt mas
tudoméanyagakban. Valojaban a kéosz elmélettel megvetette a labat a
nonlinearis dinamika a tudomanyokban.

A kdosz elmélet matematikai felhasznalasa 100 évvel ezeldtt kezdett
fejlodni, és egy francia matematikus, Henre Poincare nevéhez fiizddik.
Poincaré mar a mult szdzad végén tudta, hogy a bolygok rendkiviil
bonyolult palydkon is mozoghatnak, de ezt sokiig matematikai
kuriozumnak tekintették. A hetvenes években azutan, a meteorologiai
jelenségek eldre jelezhetdsége mellett, bizonyos allatfajok évi populécid-
szdmanak szabalytalan ingadozésa - pl. a saskajaras - volt az egyik fontos

vonal, mely a kaosztudomany kialakulasdhoz vezetett. A fraktal

22




Kaotikus rendszerek ——

matematika, azota mar jelentds eredményeket ért el a szamitogépes
adattomoritésben.

A biolégidban, a fejlodési folyamat és genetikai algoritmus
megértéséhez, a mesterséges ¢let szimulacidknal, szervezetiink
folyamatainak megértéséhez hasznalhatd, hiszen a bioldgiai folyamatok
dontd tobbseégét a nemlinearis kapcsolatok hatarozzdk meg. Ennek alapjan
szdmos bioldgiai rendszer viselkedhet kaotikusan. Alkalmazzdk még
tovabba agyunk folyamatainak megértéséhez ¢s mas eszkozokkel
kutathatatlan teriiletek, mint példaul a tudat és a gondolkodds mitkodésének
vizsgalatnal. A kaosz elmélet tikkrében Charles Darwin evolacios
elméletének is ujabb értelmezéseket adhatunk.

A fizikdban, és azon beliil a termodinamikaban a turbulencia
megértésehez, az onszervezddod rendszerek vizsgalatdnal hasznaljak a kdosz
elmélet eredményeit. Sokan Ugy tartjdk, hogy egy rendszer entrdpidja
szorosan Osszefligg az adott fizikai rendszer fejlettségével. Min€l nagyobb
az entropia egy rendszerben anndl fejlettebb a rendszer.

A kéosz elméletnek nagy hatisa van a kvantum fizikara is. Megprdobalja
Osszeegyeztetni a kvantum fizika kéoszat €s a Newtoni vilagkép
kiszamithatosagat. Tovabba olyan megvalaszolhatatlan kérdésekre ad
valaszt a kozmologia teriiletérdl, amelyek eddig megoldhatatlannak tiintek.

A kozgazdasagtanban, eldrejelzd algoritmusokat alkalmaznak gazdasagi
kutatasokban, tézsdei eldrejelzéseknél. Mérndki felhasznalasban is szerepet
kapott, pl. termék design kialakitdsdban. Eben uttoré szerepet vallalt a
DuPont ¢s Deere vallalat.

A kédosz tudomanyos alkalmazdsa mellett, jatékipari felhasznélasa is
jelentds. Szamitdgépes jatékok egész sorat készitettek a kaosz kutatas
eredményeinek felhasznaldsaval, lasd SimAnt, Simlife, SimCity, stb.
Ahogy a kédosz forradalma halad eldre, a fizikusok legjobbja egymas utan
ismerik fel, hogy minden zavar nélkiil visszakeriiltek az emberi
mértékekhez. Nem galaxisokat tanulmanyoznak, hanem felhdket.

Eredményes szamitdogépes kutatasokat végeznek nem Crayeken, hanem
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Macintoshokon. A vezetd folydiratok a kvantumfizikai cikkek
tészomszédsagaban tanulmanyokat kozolnek az asztalon pattogd golyd
kiilonos dinamik4jardl. Most mintha a legegyszeriibb rendszerek okozndk a
legnagyobb fejtorést az eldrejelezhetdség dolgaban. Riadasul ezekben a
rendszerekben - a kdosszal kardltve - magatol feltlinik a rend. Csak egy
ujfajta tudomanytol varhato, hogy athidalja a szakadékot, amely az egyes
dolgok - egyetlen vizmolekula, a sziv szovetének egyetlen sejtje, egy
magaban allo idegsejt - viselkedésérdl megszerzett ismereteket elvalasztja
azoktol, amelyeket millibnyi ugyanilyen dolog egyiittes viselkedésérdl
gyljtottiink dssze.

Ugy tiinik, hogy mind a biolégiai, mind a technikai evolucio féleg a
periodikus viselkedésnek megfeleld paramétereket valasztotta ki, s ezért
¢lhettiink sokaig abban a tévhitben, hogy nincs lényegesen kiilonb6zo
masik mozgasforma.

Nos, nagyon sok természettudomanyos torvény differencidlegyenletek
segitségével van leirva. Igy tehat rengeteg kaotikus rendszer (mint példaul
az 1d6jards) ugyan leirhatoé fizikai torvényekkel differencidlegyenletek
formajaban, am azok meg nem oldhatok, hogy a fazisdiagram vonala védve

legyen. A jovot megjosolni nem vagyunk képesek.

5. Gyakorlatban

Bevezetés a gyakorlati részhez

A szamitogépek fejlodésével lehetdség nyilt egyes kaotikus jelenségek
modellezésére. Ebben a részben egy konkrét kaotikus rendszer — egy allat
populédcid -, modellezésének folyamatat mutatom be. Azért valasztottam
éppen ezt, mert egy populacio egyedszamanak a valtozasait leird logisztikus
leképezeés az élet egyéb teriileteinek modellezésére is alkalmas. Lehetséges

ez mindazért, mert maga az élet, és annak teriiletei dinamikai rendszerként
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viselkednek. Gondolok pl. a tarsadalomra, az ipari termelésre, a tézsdei
arfolyam-ingadozéasokra.

A szamitogépes modellezést megelézi a 1. A modellezendd rendszer
pontos megfigyelése, 2. Matematikai modell készitése (egyenletek felirasa),
3. Kodolas. Mivel jelen esetben az elsd két 1épést mar adott, én a f0
hangsulyt az algoritmus bemutatasara helyezném.

Populacio-dinamika

Vialasszunk ki egy allatfajt és egy ¢lohelyet. A faj itt €10 egyedeinek
Osszessége a populacid. A populacio-dinamika arra keres valaszt, hogyan
valtozik a faj egyedeinek szama az idoben. Nézziik meg, hogy milyen
modellt allithatunk fel, amely segitséget nyajt majd ezen kérdés
megvalaszoldsdhoz.  Vilagos, hogy ez sok tényezd bonyolult
kolcsonhatasanak eredménye (pl. kornyezeti feltételek [taplalék, élettér,
klima,...], kolcsonhatds mas fajokkal [ragadozdk,...], koreloszlas,
termékenység,... ).

Tekintsiik, az ¢életet, és azon belil a populdciokat dinamikai
rendszerekként, ¢és a matematikai fizika elemeit hasznaljuk ezek
valtozasainak leirdsara. Mivel a matematikai leirdst mindenképpen Ossze
kell vetni a valodi rendszerekkel, ezért kénytelenek vagyunk bizonyos
egyszerusitésekhez folyamodnunk. Az egyik fontos egyszeriisités az, hogy
a vilagot diszkrét iddintervallumokra osztva kell modellezni. A
differencialegyenletek idében siman valtozé folyamatokat irnak le, de
nehéz 6ket megoldani. Az egyik allapotbdl a masikba ugré folyamatokra
egyszeribb egyenletek — , differencia-egyenletek” — alkalmazhatok.
Szerencsés helyzetben vagyunk, hiszen az egyéves intervallumok, az évrol
évre torténd valtozasok, szamos allati populacidban fontosabbak, mint a
folytonos valtozasok.

Okoldgiai tanulmanyok nélkiil is, feltételezhetjiik, hogy egy populacié
kovetkezd ¢évi népessége (x) valamilyen filiggvénye (F) az ez évi
népességnek: xy5,= F(x). Az ilyen egyszerii modellekben az egyedszamok

évenkénti alakuldsat kovetni nem mads, mint venni egy kiindulasi szamot és
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ugyanazt a fiiggvényt ismételten alkalmazni rad. A népesség egész torténete
megragadhatd ezzel a fiiggvény-ismételgetéssel avagy visszacsatoldssal:
azzal, hogy a mindenkori kimeneti érték bemenetiil szolgdl a kovetkezd
¢vhez.

De vajon melyik ez a fliggvény, amelyik segitségével kiszamolhatjuk a
kovetkez6 évi egyedszdmot. Sok kiilonbozd tipusu fiiggveény lehetséges. A
legegyszeriibb talan az, amely évrdl évre egy bizonyos szazalékkal noveli a
népesseget: X sy=ax. (Az a paraméter a népesség novekedési ardnyat adja
meg.) Ezt a fajta megkozelitést vallotta Malthus is, aki mar 1798 —ban
»teljes bizonyossaggal” A4llitotta, hogy ha semmi sem gatolja (sem
taplalékszerzési nehézségek, sem erkolcsi megfontolasok), a népesség
huszon6t évenként megduplazodik. Az x,s,=ax képlet volt az elsd kisérlete
nem csak a populacok, hanem mds dinamikus rendszereket definialéd
leképezések specifikdldsanak is. Ez volt az Ggynevezett ,.exponencialis-
novekedési modell”.

Ha megnézziik a x,s5,=ax képletet, hamar rajoviink, hogy ha a névekedési
egylitthatd nagyobb mint 1, akkor az egyedszam exponencidlisan a
végtelenségig fog néni. Tudjuk, hogy ez a valdésagban nem torténhet meg.
A valosagban a dinamikai rendszerek korlatosak. Annak elismerése, hogy a
novekedésnek korlatai vannak, messzemend kovetkezményekkel jar. Ha a
novekedés nem teljesen, vagy legaldbbis egy bizonyos szint utan mar nem
egészen exponencialis, akkor a sima exponencialis leképezésrdl sem
gondolhatjuk, hogy kelld pontossiaggal adja meg a kérdéses dinamikus
rendszert.

Korlatozott lehet a novekedés, ha valamely populacié egyedei jol
koriilhatarolt térben kénytelenek szaporodni. Erre jo példat szolgaltat a
Petri-csészében elhelyezet baktériumtenyészet vagy a palackba telepitett
gyiimoleslégy-kolonia. Esszerii feltételezésnek tiinik, hogy a kezdeti, még
szinte korlatlan mennyiségii tdpanyagon a baktériumok az exponencialishoz

kozel es6 moddon szaporodjanak, mig késébb a rohamosan apadd

26




Kaotikus rendszerek ——

¢lelmiszertartalékok elkeriilhetetleniil a nodvekedési litem lassulasahoz
vezetnek.

Miutan az exponencidlis folyamatokat &alland6 ndvekedési {iitemek
jellemzik, korrekcidjukként legkézenfekvobb egy olyan folyamatot
elgondolnunk, melynek novekedése fokozatosan, még mieldtt abszurd
viszonyokba torkollana, folyamatosan lelassul. S ez lehet az a helyzet,
melyben az exponencidlis fiiggvény lassan atadja a helyét egy, a telitddési
szinthez szépen odasimuldé gorbének, az ugynevezett logisztikus
novekedésnek. Magyarul a korlatlan novekedés elkeriilése érdekében még
egy tagot be kell iktatnunk az exponencialis-ndvekedést produkalo
egyenletiinkbe, amely tag majd korldtozza a novekedést, ha az egyedszam
mar naggya valik. A vélasztand6 fliggvényiinknek tehat meredeken kell
emelkednie, mig a népesség kicsi, kozepes értéken szinte nullanak kell
lenni a novekedésnek, és le kell tornie, ha a népesség nagyon nagy. Vajon
melyik ez a fiiggvény?

Szerencsére semmi ujat nem kell kitaldlnunk. Thomas R. Malthus
modelljét elemezve a belga P. F. Verhulst mar 1844-ben egy egyszeri
korrigdlt formdat javasolt. Tudjuk, valamely populacid egyedszamanak
exponencialis novekedése az x; = ax,; vagy ami ugyanaz, az X,/ X.; = a
formulaval adhatd6 meg. Ennek korrekcidjahoz a zaboléatlan exponencialis
helyett korlatozott novekedési folyamatot kel feltételezniink, aminek jo
modellje lehet a mar emlitett baktériumok szaporodasa egy zart
rendszerben. Kézenfekvd azt feltételezniink, hogy a baktériumok szama két
egymast kiegészitd folyamat ereddjeként alakul. Miutan nyilvan érvényesiil
a baktérium sziil baktériumot szabaly, l1étezik egy exponencidlis Osszetevo,
amely elsésorban a folyamat kezdetén jatszhat dontd szerepet. A novekedés
azonban bizonyara aszerint lassul, hogy milyen mértékben fogy a
rendelkezésre 4ll6 tdpanyag mennyisége, vagy ami ugyanaz, meddig jutott a
baktériumok terjedése, mennyi lett a szamuk A novekedési iitem ezért x

valamilyen f(x.) fiiggvényével csokkenhet. A modositott modell tehat
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X/ X1 = a - f(Xq.)

alaka lehet, ahol most mar csak az f fliggvényt kell pontosan megadnunk.
Eziranya  tudatlansagunkat  készséggel  elismerve  legegyszerlibb
természetesen x.; valamilyen lineéris filiggvényét vélasztanunk. Mivel
ezekrdl sem tudunk semmit, maradjunk mind koéziil a legegyszeriibb f(x.;)
= ax.. valasztasandl, amelyet aztadn a fenti képletbe helyettesitve

X¢/ Xp1= @ - aX.1,

ebbdl pedig atrendezés és beszorzas utan

X¢ = aX¢.1(1-X¢1)

kifejezés adodik, s végiil is ez lesz az a formula, melyet a tovabbiakban a
logisztikus ndvekedés modelljeként targyalunk. Az  algoritmikus
gondolkodas megkoveteli a képlet kisebbfajta atalakitasat a kovetkezd

modon:

X(n+1)=A*X(n)*[1-X(n)]

A paraméterek a kovetkezok:

X (0) : A populécio induld mérete.
X(n) : A populéacié mérete az N -1k idészakban.

A : apopulaciora jellemzd novekedési egylitthato.

A matematikai modellben az egyszerliség kedvéért a populaciod
maximalis mérete 1 (amikor az élettér telitve van), és kihaltnak tekintjiik a
populacidt, ha a mérete 0. Ebbdl kdvetkezik, hogy 0<=X(n)<=1

Feladat: Abrazoljuk egy koordinatarendszerben egy tetsz6leges
paraméterii logisztikus leképezést. Az x tengelyen jeloljiik az idészakokat,

az y tengelyen a az idészakra jellemzd egyedszamot.

A logisztikus leképezés szamitdgépes megvalositasa Pascal nyelven:
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A probléma megoldasdhoz egyetlen ciklusra van sziikségiink. A ciklus
annyiszor hajtdodjon végre, ahany iddszak egyedszdmara vagyunk
kivancsiak. A ciklusban Ki kell szamolni az adott idészakra jellemz6
egyedszamot a mar megadott képlettel, az el6z6 1ddszak egyedszamabol.
Ezt 4t kell konvertalni egy grafikusan abrazolhato értékre. Es a konnyebb
értelmezhetdség kedvéért ne csak diszkrét pontokat dbrazoljunk, hanem
kosstik is Oket Ossze; az el6zé idészaknak megfeleld — eltarolt - pontbdl
htzzunk egyenest a most kiszamolt ponthoz. Es taroljuk el az aktualis pont

grafikus koordinatait. Ezt ismételjiik annyiszor ahdnyszor sziikséges.

xt :=0.05; {az egyedszam kezdetben legyen 0,05}
koz := 435 div 31; { az x tengely egységei kozti tdvolsag
kiszamitasa, pixelben}
elozox :=0; { kezdeti egyedszam vizszintes koordinataja, pixelben}
elozoy := 435-round(435*x); {u.a. csak fiiggdlegesen}
moveto(elozox,elozoy);
1:=1; {ciklusvaltozo}
while i <= 31 do {31 id6szakon kovetjiik figyelemmel a
populéciovaltozast}
begin

yk := 435-round(435*a*xt*(1-xt)); {a kovetkezo id6szak egyedszamanak
a kiszamolasa; fliggdleges
koordinata meghatarozasa}
xk:=1*koz; {a kirajzolando pont vizszintes koordinatéaja}
putpixel(xk,yk,red);

lineto(elozox,elozoy);

elozox:=xk; { a koordinatak eltarolasa}
elozoy:=yk;
xt ;= a*xt*(1-xt); {akovetkez6 idoszak egyedszamanak a kiszamolasa}
inc(i);

end,
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3. abra. Programkép I. A

logisztikus fliggvény
egvalositasa.

Kezeldpanel
Az egyenlet valtozoit

allithatjuk be

Abréazol6 panel
Nyomon kovethetjiik a
figgvény képének a
valtozasat.

Konkrét megvalositasat figyelhetjiikk meg a mellékelt programomban, a

fomenii "Logisztikus fiigvénny" meniipontjat valasztva.

A program kezelése
A jobb felsd sarokban 1évé kezeldpanelen a fel és le nyilakkal

mozoghatunk. Az aktudlisan kijelolt valtoz6 értékét a jobbra és balra

nyilakkal valtoztathatjuk értelemszertien. Az abrazolé panelen azonnal

mutatkozik a véaltozas. A valtoztathat6 paraméterek a kdvetkezok:

X0: a kezdoérték, alapértelmezés szerint értéke 0.05

A : az egyenlet paramétere, a novekedési egylitthato, alapértelmezés szerint

1.75

It : A rendszerbe beavatkozhatunk. Egy altalunk kivalasztott idészakban
novelhetjiik vagy csokkenthetjiik az éppen aktudlis egyedszamot. Az
It jelzi a beavatkozas id6pontjat.

Delta: A beavatkozéas mértéke. Alapértelmezés szerint nincsen beavatkozas.

Fiigg/Bifurkacié meniipont: Az Enter billentylivel megnézhetjiik a

fiiggvény bifurkacios diagrammjat az adott paramétereket figyelembevéve.

Magyarazat meniipont: Enter billentyiire magyarazatot kapunk.

Esc: Minden esetben visszalépés egy szinttel.
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A program segitségével teszteljiik a rendszer idobeli viselkedését néhany
taladlomra kivalasztott A paraméter mellett. Vessiik 0ssze az abrak altal
kapott eredményeket az elvart viselkedéstdl. Azt mar letisztaztuk, hogy a
logisztikus leképezést kifejezetten az exponencialis novekedés zabolatlan
jellegének korrigalasa és a novekedés sziikségképpeni hatdrai miatt
vezettik be. Ennek megfeleloen joggal véljiikk ugy, hogy iteracidi
valamilyen telitédési szinthez szépen odasimuld palydkat kell
eredményezzenek. Azaz a valosigban a dinamikai rendszerek, igy az
allatpopulaciok is a kevés kezdeti egyedszam utan hirtelen novekednek,
aztan a novekedési litemiik lelassul és bedllnak egy viszonylag stabil

allapotra.

4.4bra. Logisztikus leképezés A=1.75 S.abra. Logisztikus leképezés A=2.75
paraméter és X(0)=0.2 kiinduld érték paraméter és X(0)=0.2 kiinduld érték
mellett mellett

Mi mulhat az A paraméteren? Az abrak tantisaga szerint nyilvanvaldan
az ut amely a rendszer stabil allapotahoz vezet. A folyamat iddbeli lefutasat
abrazol6 gorbe, a kezdeti gyors novekedés utdn odasimul egy, a rendszer
hosszii tavu viselkedését jellemzd fix értékhez (4.abra). Amikor a
paramétert nagyobbra vettiikk, kisebbfajta bizonytalansdgot sugarzo
oszcillacio utan taldlja meg a rendszer a hosszatava allapotat. (5. abra). Az

elso két esetben tehat azt kaptuk, amit vartunk.
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6.abra. Logisztikus leképezés A=3.1 7.4bra. Logisztikus leképezés A=3.7
paraméter és X(0)=0.2 kiinduld érték paraméter és X(0)=0.2 kiinduld érték
mellett mellett

Azonban mas a helyzet a harmadik és a negyedik leképezéssel. A = 3.1
paraméter mellet nem 4ll be a stabil allapot, a rendszer két allapot kozott
oszcillal (6. adbra). Ez a valosagra leforditva annyit tesz, hogy a rendszer
viselkedése periodikus lesz. A populacioknal maradva, a rendszer egész
miikodése soran két kiillonbozd egyedszamu lesz, egyik évben egy nagyobb
egyedszam a masik évben egy kisebbegyedszdm lesz jellemzé a
populaciora, és ez ismétlodik kétévenként (Természetesen ez nem azt
jelenti, hogy csak két kiillonbozo egyedszam lehetséges. Mivel a rendszer
miikodését diszkrét iddpontokra osztottuk, a két kiillonboz6 egyedszam csak
a vizsgalt idépontokra jellemzd).

Es azt, hogy a logisztikus leképezés bekeriiljon egy olyan dolgozatba,
amelyiknek a cime: Kaotikus Rendszerek, azt a negyedik leképezés
grafikonjanak (7. abra) koszonheti. Ugyanis A = 3.7 paraméter mellett
megjelenik a kdosz. A rendszer, nem all be egy stabil allapotra, nem lesz
periodikus, hanem minden idOpillanatban egy latszolag teljesen véletlen

értéket vesz fel.
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Kisérlet, megfigyelés

Tegylink egy kis kitérét. Rugaszkodjunk el a matematikai leiras
modszereitdl, €s kisérletezziink. Vizsgaljuk meg, hogyan reagal a program a
kiilonboz6, bemeneti értékekre. Probaljuk rendszerezni a bemend értékeket,
¢s probaljunk meg kovetkeztetéseket levonni, hasonloésagokat észrevenni a
kiilonb6z6 bemend értékek altal produkalt grafikonokbol. Persze ehhez az
is sziiksége, hogy egyszerre csak egy bemeneti értéket valtoztassunk és csak
kis mértékben. A most kovetkezd rész mellézi a matematikai szabvanyos
leirasi modszereket, a leirt dolgok csak észrevételeken alapulnak,
hidnyoznak a bizonyitdsok. A kdoszelmélet kifejlddésében nagy szerepet
jatszott a bizonyos dsszefiiggések és hasonlosdgok felismerése a kiilonb6zo
bonyolult rendszerekben. Ezek az észrevételek aztan kutatasra késztették az
egyes tudomanyok képviseldit. A sejtéseket bizonyitandok, a tudomanyos
eszkozoket csak ezutan vetették be a jelenség vizsgalatara, leirdsara. Tehat
a kovetkezdben leirtak csupan észrevételek, sejtések, amelyeket a modell
viselkedése kelthet benniink, épp ezért tudoményos kivizsgalasra szorulnak.

Azt mar megallapitottuk, hogy az A paraméter mindenképpen
meghatdrozza azt az utat, ahogy a rendszer viselkedik. Most nézziik meg,
hogy hogyan fiigg a rendszer viselkedése a kezddértéktdl. Ennek

vizsgalatara, azonos A paraméterek mellett, valtoztassuk a kezddértéket.

Elegendd kisérlet elvégzése utan érdekes kovetkeztetést vonhatunk le a
rendszer viselkedése €s a kezddérték kapcsolata kozott. Ha az A paramétert
viszonylag kicsinek vessziik (gondolok itt akkorara, hogy a rendszer még
megtalalja a stabil allapotot), akkor a kezddérték valtoztatdsa nincsen
hatdssal a stabil allapot értékére.(8.4bra) Ebbdl arra kovetkeztethetiink,
hogy ilyen A paraméterek esetén nemcsak az utat hatdrozza meg az A
paraméter, hanem azt is, hogy mely értéknél (egyedszamnal) taldlja meg a
rendszer a stabil allapotot. Ezek szerint lehetséges, hogy a kezddérték —

ilyen A paraméterek esetén - csak annak az iteracionak a sorszdmadara van
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8.abra. Logisztikus leképezés A=1.75 paraméter mellet. Az els6 esetben X(0)=0.2 kiinduld
érték a masodik esetben X(0)=0.75. Megfelelden sok kisérlet elvégzése esetén, megfigyelhetjiik,
hogy a kiilonb6z6 kezddértekek ellenére a grafikon is ugyanazt a stabil allapotot veszi fel. Ebbdl
arra kovetkeztethetiink, hogy megfelelden kicsi A paraméternél a stabil allapot értéke csak az A
paraméter fliggvénye.

hatassal, amelyben beall a stabil allapot. Ennek a kideritésére is végezziink
kisérleteket a program segitségével.

Amikor az A paraméter olyan értékii, hogy a rendszer egy bizonyos id6
utan periodikus jelleget 0lt, - legyen az akar kettes, négyes vagy nyolcas
periodus -, akkor a grafikon viselkedésébdl arra kovetkeztethetiink, hogy a
periodikus viselkedés bedlltaval, jelentkezd rendszerallapotra szintén
nincsen hatassal a kezdoérték. Azaz a leképezés grafikonja a periodikus
viselkedés bedlltdval ugyanazok az értékek kozott fog valtakozni,
fuggetleniil a kezdéértékektdl. Es talan a kezddérték itt is csak a periodikus
viselkedés bedllasanak az idejére van hatéssal.

Nagyobb A paraméter esetén, a grafikonon tovabb bonyolddik,
megjelenik a kdosz. A grafikont elnézve olyan érzésiink tdmad, hogy ilyen
esetekben a kezd6érték mar hatdssal van a rendszer egyes allapotaira.

A grafikon vizsgalatabol még a kovetkez6 tulajdonsagokra figyelhetiink
fel. Az eldbbiekben az A paraméter nagysdganak az ardnyaban vizsgaltuk a
kezddérték, és a rendszer kapcsolatat. Ha az A paraméter egy bizonyos
intervallumon beliil volt akkor a kezddértékekre hasonléan reagalt a

rendszer. De nem emlitettem az egyes estekhez tartozd6 pontos
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intervallumot, amelybe az A paraméter tartozik. Nos mivel a most leirtak
csak megfigyelésen alapulnak, nem tudok és nem is 4ll szdndékomban
pontos  szamadatokat kozolni. De a rendszer viselkedésébdl,
megkozelitdleg, a kovetkezd intervallumokra gondolhatunk: Ha az A
paraméter kisebb vagy egyenld egyel, a populacié kihal. Ha az A értéke 1
és kb. 3. kozott van akkor a rendszer bizonyos iteracid utan elér egy stabil
allapotot. Ha az A 3 ¢és kb 3.6 kozott van akkor a rendszer bizonyos i1d6
utdn periodikusan viselkedik, eldszor kettés, majd négyes, nyolcas stb.
periédus all be. Es ha A nagyobb mint 3.6 akkor a rendszer kaotikusan
viselkedik.

Programunk segitségével nézziik meg, hogyan reagdl a rendszer a
beavatkozasra. Mivel az elézéekben észrevettiik, hogy a rendszer stabil és
periodikus dallapotaira nem volt hatdssal a kezdeti érték valtoztatasa,
feltételezhetjiik, hogy a beavatkozas sem lesz hatdssal a rendszer késébbi
allapotaira, mivel a beavatkozast tekinthetjiik egy kezddérték adasnak is. A

rendszert leir6 egyenlet nem valtozik, csak a bemeneti érték. (9. dbra)

9. 4dbra. Beavatkozas a rendszerbe.

A=3.7 paraméter ¢és X(0)=0.2
kiinduld érték mellett a 11. -ik
iteracidban beavatkoztunk a
rendszerbe 0.35 —el noveltik az
aktualis értéket.

Megfigyelhetjiik, hogy a néhany
iteracio alatt a rendszer visszaall a
stabil allapotra a beavatkozasnak
nyoma se maradt.

A logisztikus leképezés €s a kdosz

A kaotikus rendszerek egyik fontos tulajdonsdga, hogy viselkedésiiket

néhany egyszerli egyenlet hatdrozza meg, amelyek nagyon bonyolult
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eredményeket is produkalhatnak. A most bemutatott logisztikus leképezés
bemutatdsa révén talan konnyebben felfoghatova valt ez a tulajdonsdga a
rendszernek. Es nem mehetiink el a kaotikus rendszerek azon tulajdonsaga
mellett sem, hogy érzékenyek a kezdeti feltételekre. A logisztikus leképezés
péld4jandl maradva az A paraméter kis ardnyu valtoztatdsa a rendszer
egészében, a kezddértek valtoztatisa pedig a kaotikus tartoméanyban,

egészen eltérd rendszerviselkedést produkalt.

Bifurkacios diagramm (periodus- ketézddések ¢€s a kaosz)

Kiilonb6zd termékenységli populaciok viselkedésének bemutatasara
Robert May ¢és mas tudosok egyedi abrak helyett "bifurkacids abrat
hasznaltak": egyetlen képbe stiritették az dsszes informaciot. A bifurkéacios
diagram lényege, hogy tobb, - kiillonb6zd paraméteri - a logisztikus
fliggvény szélsdértékeit 4abrazoljuk a koordinata rendszer fliggdleges
tengelye mentén. A vizszintes tengelyen az A paraméter €rtékei sorakoznak,
balrol jobbra novekedve. A logisztikus fiiggvény szélséértékei
reprezentaljak az egyes iddszakok egyedszamait.

Ahol a paraméter tal kicsi (a 9. dbran balra), ott kipusztul a populécio. A
paraméter novekedtével (kozépen) nd az egyedszam egyensulyi értéke.
Azutan ahogy a paraméter tovabb ndvekszik, az egyensély kettészakad, az
egyedszam elkezd két kiilonboz6 szint kozott valtakozni. A kettéhasadasok
vagy - latin eredet szoval - bifurkaciok egyre gyorsabban kovetik egymast.
A rendszer késObb kaotikussa valik (jobbra), és az egyedszam végtelen sok

kilonbozo értéket vesz fel
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9. abra Az abra azt mutatja, hogy egy paraméter valtozasai hogyan valtoztatjak meg ennek
az egyszerii rendszernek a viselkedéset a végallapotban. A paraméter ndvelése bizonyos
értelemben azt jelenti, hogy a rendszert "keményebben hajtiuk”, fokozzuk a linearistol valo
eltérését.. (James Gleick - Kdosz - Egy Uj Tudomdny Sziiletése 88. old.)

A bifurkacios diagramm szamitogépes megvalositasa Pascal nyelven.

A megvaldsitdshoz két egymasbaagyazot ciklusra van sziikségiink. A
kiils6 ciklusban noveljik az A paraméter értékét 0-tol 4-ig, a belsod
ciklusban pedig az aktudlis A paraméterrel szamoljuk ki a logisztikus

fliggvény egyes értékeit.

v:=0; {Az abrazolando6 pontok vizszintes koordinataja}
a:=0; {Az aktudlis A paraméter}
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while (a<4) do {Ciklus amig a paraméter kisseb mint 4, kiilsd
ciklus az A paraméter értékének a
kiszdmolasahoz}
begin
x:=0.05, . {A kezdd egyedszam}
for i:= 1 to 30 do x:=a*x*(1-x); {Az els6 30 id6szak egyedszamanak
kiszdmolasa, ezt még nem
abrazoljuk.}
for i:=30to 90 do {Ebben a ciklusban szamoljuk ki az
30-90 1d6észak egyedszamait. }
begin
uj :=370-round(250*a*x*(1-x)); {Azi. -ik id6szak egyedszamanak az
abrazolasahoz sziikséges fiiggdleges
koordinata kiszamolas. }
putpixel(v-640,uj,white); {Az 1. -ik id6szak egyedszamanak
abrazolasa.}

x:=a*x*(1-x); {A kovetkezo idészak egyedszamanak meghatarozasa.}

end,;

Vi=v+l; {A vizszintes koordinata novelése. }

a:=a+0.004; {Az A paraméter novelése.}
end,

Mozgas a diagrammon:
~ :balra
— : jobbra
1 1 fel
l:le

Zoom
X : nagyitas
Y : kicsinyités

M : magyarazat
Esc : vissza

10. Abra. Programkép 1. A bifurkdciés diagramm megvalésitasa.
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